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 تضمین کیفیت فیلم های آموزشی: 

.اگر از هر محصولی رضایت نداشتید،کل هزینه عودت داده خواهد شد  
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و িی با د ൏।ا ਣ:  
گستردگی زیاد مفاهیم ریاضیات، آن را تبدیل به یکی از درس هاي نسبتاً سخت در نظر اکثر دانشجویان کرده 

، توجه به حجـم مـورد نیـاز بـراي     )2(ریاضی  مهم ترین عامل غلبه بر این گستردگی مطالب در درس           . است
  .نظم مطالب استمیادگیري و همچنین طبقه بندي مناسب و 

 تغییـر  )2(ریاضـی  ا مطالعه این جزوه این اطمینان را به شما می دهیم کـه ذهنیـت شـما نـسبت بـه درس                  ب
خواهد کرد و علاوه بر موفقیت و کسب نتیجه مطلوب در این درس، به اعتماد به نفس و قدرت تحلیل بالا 

  .نیز دست خواهید یافت
ظم و طبقه بندي شده، این درس را به یکی من به روش )2(ریاضی تجربه ثابت کرده است که مطالعه درس        

  .از شیرین ترین دروس دوره کارشناسی در نظر دانشجویان تبدیل خواهد کرد
  

 نکات مهم جزوه:  
  در ابتداي هر فصل به صورت طبقه بندي شده و منظم) درسنامه(قرار گیري مطالب اصلی ) 1
   آموزشی کافی براي یادگیري کامل مطالب درسنامهارائه مثال هاي) 2
  ارائه تمارین مناسب هر مبحث در کنار مثال هاي آموزشی براي افزایش مهارت و تسلط بر مطالب فصل) 3
  

  

 خــود را در مــورد جــزوه حاضــر از طریــق آیــدي تلگــرام      نظــراتم کــه یــاز دانــشجویان عزیــز تقاضــا دار  
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  ابراهیم شاه ابراهیمی
  کارشناس ارشد مهندسی عمران

  دانشگاه صنعتی خواجه نصیرالدین طوسی
  96زمستان 



  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  اول ઔधل

  هاتوابع برداري و رویه
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توابع برداري :  

3    انحنا) ١
V a

V


 

 

         
(x x ) (y y ) R

R (x ,y ) r R.N

   

   




2 2 2
0 0

0 0
1     

V)    تاب) ٢ a).a

V a


 


2

  
        

          1 (T )یکه مماسی(    VT
V


     قائمبردار نرمال صفحه   

V    )قائم فرعییکه ( B) 2     بردارهای کنج فرنه) ٣ aB
V a





 
   بردار نرمال صفحه بوسان  

          3 (N ) قائم اصلییکه(    N B T 
  

    اصلاحیبردار نرمال صفحه   
  

  
  
  
 رویه ها:  

x      کره) ١ y z R  2 2 2 2  

x    بیضی گون) ٢ y z
a b c

  
2 2 2
2 2 2 1  

x  هذلولی گون) ٣       y z
a b c

  
2 2 2
2 2 2 1  

                            

x  هذلولی گون) ٤       y z
a b c

  
2 2 2
2 2 2 1  

  
  
  
  
  
  

  دایره بوسان
 مرکز انحنا )دایره انحنا(

(N,B,T)  

N  

B  

T  

 )یکپارچه(

 )هدوپارچ(

x y z
a b c

 
2 2 2
2 2 2  

 مخروط) ٥

 سهموی) ٦

x y z
ca b

 
2 2
2 2  

x y z
ca b

 
2 2
2  زین اسبی) ٧  2

x استوانه بیضوی) ٨ y
a b

 
2 2
2 2 1  

  :نکته
0 0 0 0a(x x ) b(y y ) c(z z )      )ي صفحهمعادله(  
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معادلــه منحنــی  )1  مثــالR(t) ( cost)i ( sint) j ( sint)k     
  

2 2 1  .مفروضــست 3
Bبردارهاي  , N , T     انحنا و تاب آن را در لحظه وt 

   .به دست آورید 4
t

v(t) ( sin t, cos t,cos t) v ( , , ) v


 
       4 2 22 1 22 2

    

t
a(t) ( cos t,sin t, sin t) a ( , , )




      4 2 22 1 2 2
 

   

t
a (t) ( sin t,cos t, cos t) a ( , , )


     4 2 22 1 2 2

 
   

i j k

v a ( , , ) v a
      




2 21 0 2 2 22 2
2 21 2 2

  
    

( , , )vT ( , , )
v


 

  

2 21 2 1 12 2
2 2 22




   

v aB ( , , )
v a

 
 

2 20 2 2

 





   

i j k

N B T ( , , )
   

  

 

2 2 2 1 10 2 2 2 2 2
2 1 1

2 2 2

  
   

v a

v
   3 3

2 2
22




   

( , , ).( , , )(v a).a

v a


 

   2 2

2 20 2 2 1 2 2 0
2







   

  
  
  
  
  

  :نکته
v a b c  2 2 2
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   فرض کنید ) 2 مثالt t tr(t) (e cost,e sint,e )
 .        ي مطلوبست کنج فرنه، انحنا، تاب و مرکز دایـره

tانحنا در   0.  
tt t tv(t) (e (cos t sin t),e (sin t cos t),e ) v( ) ( , , ) v( )      0 0 111 0 3     

tt t ta(t) ( e sin t, e cos t,e ) a( ) ( , , )   02 2 0 0 2 1    
tt t ta (t) ( e (sin t cos t), e (cos t sin t),e ) a ( ) ( , , )       02 2 0 2 2 1

    
i j k

v a ( , , ) v a     1 1 1 1 1 2 6
0 2 1

  
    

v a ( , , )B ( , , )
v a

   
  

1 1 2 1 1 2
6 6 6 6







         v( ) ( , , )T ( , , )
v( )

  
0 111 1 1 1
0 3 3 3 3

   

i j k

N B T ( , , )
 

   
1 1 2 2 2 02 26 6 6
1 1 1
3 3 3

     

(v a).a ( , , ).( , , )

v a

   
   2 2

1 1 2 2 2 1 1
36







           v a

v
   3 3

6 2
33




   

R
r(t ) R.N(t ) ( , , ) ( , , ) ( , , )

 
  

    
1 3 2

2 0 0
3 2 2 2 1 31 01 0 12 2 2 2 2

   

  

  براي مارپیچ ) 1تمرین
x t

y t

z t


 

 





2

3

1
2
1
3

  : مطلوب است 

  
  فرض کنید ) 2تمرینC  منحنیr(t) (cosht , sinht , t)    

 ؛مطلوب است. است  
Bبردارهاي  , N , T    ي متناظر با و مقادیر انحنا و تاب در نقطهt    )96 اردیبهشت -خواجه نصیر(.  0

  
  براي منحنی هلیکس مطلوب است؛ بردارهاي کنج فرنه و مقادیر انحنا و تاب) 3تمرین.  

  

) يانحناي مارپیچ در نقطه) الف , , )1 11 2 3   

t تاب در) ب 1   
  ي انحناي دایرهمعادله) ج
tي بوسان در ي صفحهمعادله) د 1    
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   منحنی  ) 4تمرینC  ي معـادلات پـارامتري      وسـیله بـهtz e tyو   2 e cos t txو  2 e sin t 2 
tي شعاع انحناي منحنی در لحظه. شده است داده    .را بیابید 0

  

   معادله صفحه بوسان،قائم و اصلاحی خم فضایی        ) 5تمرینf (t) (t t ) i (t t ) j t k    
  3 3 31 1

3 3 
tدر نقطه نظیر  1 را بیابید.  

  
 ها قرار دارند؟هاي زیر روي آنهایی را بیابید که منحنیدله رویهمعا) 3 مثال  
R(t)) الف ( cost)i ( sint) j ( sint)k     

  
2 2 1 3  

r(t)) ب ( tcost , tsint , t )   
 22 1 3 2 4 1  

xx cos t cos t (I)


   
22 2
2

  الف(  
z sin t sin t z (III)    3 3      y sin t sin t y (II)    1 1   

(III),(II)) صفحه(  y z y z      1 3 4   

(II),(I)) استوانه بیضوي( xsin t cos t ( y) ( )
     2 2 2 221 1 1

2
   

(III),(I)) استوانه بیضوي( xsin t cos t (z ) ( )
     2 2 2 221 3 1

2
   

sin(III),(II),(I)) کره( t sin t cos t (z ) ( y) (x )         2 2 2 2 2 22 2 3 1 2 2   
  

xx t cos t cos t (I)
t



   

12 1   ب( 2

zz t t (III)    
22 24 1 116        yy t sin t sin t (II)

t



   

23 2 3   
(I),(II) y x (y ) (x )sin t cos t ( ) ( )

t t t t
   

       
2 22 2 2 2

2 2
2 1 2 11 1 13 2 9 4

   

(III)(y ) (x ) (y ) (x ) zt   
      

2 2 2 2 222 1 2 1 19 4 9 4 16   

x) )هذلولی گون دو پارچه( ) (y ) z  
   

2 2 21 2 14 9 16  

  
  رویه) 6تمرین z x y x y    2 2 2 4   )96 اردیبهشت -خواجه نصیر(  .را رسم کنید 5
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  ها قرار دارند؟هاي زیر روي کدام رویهتعیین کنید خم) 7تمرین  
r(t)) الف (cost,cos t,sint)

 2   
t) ب t tr(t) e i e sintj e costk  

     
  

 فصل مشترك دو رویه منحنی ) 4 مثالy z

x y

  


 
2 2
3 1
4 4

  :را در نظر بگیرید 

  .طول قوس خم، کنج فرنه، انحنا و تاب خم را محاسبه کنید

( )

y z ( )
x cos t r(t) ( cos t,sin t, sin t)x y
y sin t z sin t

  
        

    

2 2

3 1
2 2 1 3

14 1 3









   

r(t) ( cos t,sin t, sin t)

v(t) ( sin t,cos t, cos t) v sin t cos t cos t

a(t) ( cos t, sin t, sin t)

a (t) ( sin t, cos t, cos t)

 

        

  

  

2 2 2
2 1 3

2 3 4 3 4 2
2 3
2 3



 




   

i j k

v a sin t cos t cos t ( , , ) v a

cos t sin t sin t

     

 

2 3 0 2 3 2 4
2 3

  
    

L v(t) dt dt t
  

     
2 2
0 0

22 2 40
   

v aB ( , , )
v a

 
3 10 2 2







         vT ( sin t, cos t, cos t)
v


  

1 3
2 2


   

i j k

N B T ( cos t, sin t, sin t)

sin t cos t cos t




   




3 1 1 30 2 2 2 2
1 3
2 2

     

(v a).a ( , , ).( sin t, cos t, cos t)

v a

 
   2 2

0 2 3 2 2 3 0
4







         v a

v
   3 3

4 1
22




   

  

  مطلوب است4براي مثال ) 8تمرین :  
)معادله صفحه قائم در ) الف , , )2 )معادله صفحه بوسان در ) ب           01 , , )011 3  

  :نکته

b: طول قوس
aL v(t) dt 
   

t tv(t) x y  2 2  
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   اگر  ) 5مثالC    هـاي  خم فـصل مـشترك رویـهz x y 2 zxو  2 y  
22 2 1 باشـد، آنگـاه    4

Bمطلوب است بردارهاي  , N , T    95خرداد  -خواجه نصیر(.  تاب خمو انحنا و(  
zx y zz z z (z ) z

z x y




  

           
  

22 2 2 4 2 2

2 2

1 1 4 4 0 2 0 24 4   

(t)
z x y

(t)

(t)

R ( cos t, sin t, )
x cos t

x y R ( sin t, cos t, )
y sin t

R ( cos t, sin t, )

 

 
          

 
   

2 2 2 2
2 2 2

22 2 2 0
2

2 2 0
   

R ( sin t, cos t, ) ( sin t, cos t, )T ( sin t,cos t, )
R ( sin t) ( cos t)

  
    

  2 2
2 2 0 2 2 0 0

22 2

   
R R ( , , sin t cos t) ( , , )B ( , , )
R R


  

   
 

2 20 0 2 2 0 0 2 0 012 2
   

i j k
N B T ( cos t, sin t, )

sin t cos t
    


0 0 1 0

0

     

  

 معادله دایره بوسان بیضی ) 6 مثالx y 2 29 4 ) يرا در نقطه 36 , )0   .بیابید 3

sin t cos t

x cos tx yx y r(t) ( cos t, sin t)
y sin t 


        2 2

2 22 2
1

29 4 36 1 2 334 9
   

( , )

t
v(t) ( sin t, cos t) v( ) ( , ) v




      0 3

2
2 3 2 0 22

     

( , )

t
a(t) ( cos t, sin t) a( ) ( , ) a




       0 3

2
2 3 0 3 32

     

i j k
v a ( , , ) v a    


2 0 0 0 0 6 6
0 3 0

  
    

N B T ( , , )  0 1 0
      v a ( , , )B ( , , )

v a
  

0 0 6 0 0 16







    v ( , , )T ( , , )
v


   

2 0 0 1 0 02


   
v a

R
v

     3 3
6 3 4

4 32




   

r(t ) R.N(t ) ( , ) ( , ) ( , )     0 0
4 50 3 0 1 03 3

 مرکز دایره  

(x ) (y ) ( ) x (y )       2 2 2 2 25 4 5 160 3 3 3   )بوسان(ي انحنا ي دایرهمعادله:  9

 پارامتري کردن

 مرتب

 پارامتري

xچون ( y 2 2 ) استدایره 2
R

   
1 1

2
  

در صفحه است خم و چون   0 
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  را براي منحنی ) ي انحنادایره(معادله دایره بوسان ) 9تمرینy x sin x 2  در( , )0   .بیابید 0
  
 ناي منحنی انح) 7 مثالx y 2 24 2 )ي را در نقطه 8 , )2   .بیابید 0

sin t cos t

x y x cos tx y r(t) ( cos t, sin t)
y sin t 

        


2 2
2 22 2

1
24 2 8 1 2 22 4 2

   

( , )
t

( , )
t

v(t) ( sin t, cos t, ) v( ) ( , , ) v
v a ( , , ) ( , , ) ( , , )

a(t) ( cos t, sin t, ) a( ) ( , , )





     
   

     

2 0
0

2 0
0

2 2 0 0 0 2 0 2
0 2 0 2 0 0 0 0 2 2

2 2 0 0 2 0 0

  


 
    

v a

v
   3 3

2 2 2
42




   

  

  شعاع انحناي منحنی ) 10تمرینy ln(x x )  2 xرا در  1    .بیابید 3
  
 بیشترین انحناي منحنی ) 8 مثالxy e را بیابید.  

t
t

x t y e
r (t, e , )

  
  0   

t
t t t

t

v ( ,e , )
v a ( ,e , ) ( , e , ) ( , , e )

a ( ,e , )
 


  



1 0 1 0 0 0 0 0
0 0




   
t

t

v a e

v ( e )
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 يبراي یافتن ماکزیمم انحنا باید معادله    :یمرا حل کن 0
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ln)ي ماکزیمم انحنا در نقطه , )1 2
2 3 3

  .دهد رخ می

  
  ي کمترین شعاع انحنا در نقاط منحنی به معادله) 11تمرینy lnx را بیابید.  
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