
امتحان:۱۴۰۳/۲/۳۰ تاریخ

دقیقه ۹۰ پاسخ�گویی: مدت

بخشنده روح�اله استاد: نام

بسمه�تعالی

۲ عمومی ریاضی درس میان�ترم
۱۴۰۲-۱۴۰۳ تحصیلی سال دوم نیمسال

مهندسی و پایه علوم رشته�های

� �

� �
باشد: y − ۱ = x۲ سهموی استوانه�ی و y = ۲x۲ + ۴z۲ بیضوی سهمی�گون برخورد محل C منحنی اگر .۱

بنویسید. برداری تابع یک صورت به را C پارامتری معادله�ی الف)
بیابید. (۰,۱, ۱۲ ) نقطه�ی در را C منحنی به مماس صفحه�ی معادله�ی و فرنه کنج اجزای ب)

بگیرید: نظر در را زیر ضابطه�ی با f : R۳ −→ R تابع .۲

f(x, y, z) =


x− ۳y + ۲z + (x۲ + y۲ + z۲) sin

(
۱√

x۲ + y۲ + z۲

)
(x, y, z) ̸= (۰,۰,۰)

۰ (x, y, z) = (۰,۰,۰)

است. مشتق�پذیر و پیوسته مبدأ در f تابع دهید نشان الف)
بیابید. v = j− k بردار جهت در مبدا در f تابع جهتی مشتق� ب)

با g : R۲ −→ R تابع و بوده ∥∇f(x, y)∥ = ۱ همواره و پیوسته دوم مرتبه جزئی مشتقات دارای f : R۲ −→ R تابع کنید فرض .۳
ضابطه�ی

g(x, y) = f
(
۲xy, x۲ + y۲

)
کنید: ثابت Y = x۲ + y۲ و X = ۲xy فرض با آن�گاه باشد. تعریف�شده

∂۲g
∂۲x

+
∂۲g
∂۲y

= ۸X ∂۲f
∂X∂Y

+ ۴ ∂f

∂Y
+ ۴Y

بگیرید: نظر در X۰ = (x, y;u, v) = (۱,۱;۰,−۱) نقطه�ی همسایگی یک در را زیر معادلات دستگاه .۴ xyu+ αx۳ + ۲uv۲ − eu = α− ۱

۲x+ v − u۳y۲ + cos(πv) = ۲

باشد: برقرار زیر رابطه�ی که کنید تعیین طوری را α ∈ R ثابت مقدار

∂u

∂x
(X۰) +

∂v

∂y
(X۰) = ۱

بیابید. لاگرانژ قضیه�ی به�کمک را (۱,۰,۲) نقطه�ی تا x۲ + ۲y۲ + z۲ = ۱ بیضی�گون روی نقطه دورترین و نزدیکترین .۵

باشید. سربلند و موفق



امتحان:۱۴۰۳/۲/۳۰ تاریخ

دقیقه ۹۰ پاسخ�گویی: مدت

بخشنده روح�اله استاد: نام

بسمه�تعالی

۲ عمومی ریاضی درس میان�ترم پاسخ�نامه�ی
۱۴۰۲-۱۴۰۳ تحصیلی سال دوم نیمسال

مهندسی و پایه علوم رشته�های

� �

� �
بیضی که می�آید به�دست y = ۲x۲ + ۴z۲ در y = ۱+ x۲ جایگذاری با y حذف وسیله�ی به xz صفحه�ی در C منحنی تصویر الف) .۱
منحنی پس است. ۰ ≤ t ≤ ۲π که دهیم قرار z =

۱
۲ sin t و x = cos t کافیست بیضی این کردن پارامتره برای است. x۲ + ۴z۲ = ۱

ضابطه�ی با r : [۰,۲π] −→ R۳ برداری تابع C

r(t) =

(
cos t,۱+ cos۲ t,

۱
۲ sin t

)

.r(π۲ ) = (۰,۱, ۱۲ ) و است

که آنجا از ابتدا در می�کنیم. محاسبه t = π

۲ برای را B و N ،T فرنه کنج اجزای ب)

r′(t) =

(
− sin t,− sin(۲t), ۱۲ cos t

)
r′′(t) =

(
− cos t,−۲ cos(۲t),−۱

۲ sin t

)
از: عبارتست X۰ نقطه�ی در مماس یکه�ی بردار پس است

T(
π

۲ ) =
r′(t)

|r′(t)|
=

(−۱,۰,۰)
۱ = −i (۱)

که آنجا از

r′(
π

۲ )× r′′(
π

۲ ) = −i× (۲j− k

۲ ) = − j

۲ − ۲k

از: عبارتست X۰ نقطه�ی در دوم قائم یکه�ی بردار بنابراین است

B(
π

۲ ) =
r′(

π

۲ )× r′′(
π

۲ t)∣∣∣r′(π۲ )× r′′(
π

۲ )
∣∣∣ =

− j

۲ − ۲k
√
۱۷
۲

= − j√
۱۷

− ۴k√
۱۷

(۲)

از: عبارتست X۰ نقطه�ی در اصلی قائم یکه�ی بردار

N(
π

۲ ) = B(
π

۲ )×T(
π

۲ ) =

(
− j√

۱۷
− ۴k√

۱۷

)
×−i =

۴j√
۱۷

− k√
۱۷

(۳)

بنابراین است X۰ نقطه�ی در C خم به مماس صفحه�ی نرمال بردار ،B(
π

۲ ) = − j√
۱۷

− ۴k√
۱۷

دوم قائم یکه�ی بردار دیگر، سوی از
است. y + ۴z = ۳ از عبارتست مماس صفحه�ی معادله�ی

می�دهیم: نشان واقع در . lim
(x,y,z)→(۰,۰,۰)

f(x, y, z) = f(۰,۰,۰) = ۰ می�کنیم ثابت حد منطقی استلزام با الف) .۲



ε > ۰, ∃δ > ۰;
√
x۲ + y۲ + z۲ < δ −→ |f(x, y, z)− ۰| < ε (۴)

بنابراین است برقرار sin
(

۱√
x۲ + y۲ + z۲

)
≤

(
۱√

x۲ + y۲ + z۲

)
نامعادله�ی (۰,۰,۰) همسایگی δ در (x, y, z) هر به�ازای چون

داریم:

|f(x, y, z)− ۰| =
∣∣∣∣∣x− ۳y + ۲z + (x۲ + y۲ + z۲) sin

(
۱√

x۲ + y۲ + z۲

)
− ۰

∣∣∣∣∣
= |x|+ ۳|y|+ ۲|z|+ (x۲ + y۲ + z۲)

∣∣∣∣∣sin
(

۱√
x۲ + y۲ + z۲

)∣∣∣∣∣
≤
√
x۲ + y۲ + z۲ + ۳

√
x۲ + y۲ + z۲ + ۲

√
x۲ + y۲ + z۲ +

(
x۲ + y۲ + z۲

) ۱√
x۲ + y۲ + z۲

≤ ۷
√
x۲ + y۲ + z۲

< ۷δ

بود. خواهد برقرار حکم δ = ε
۷ انتخاب با بنابراین

از: عبارتند مبدا در f تابع اول مرتبه جزئی مشتقات مقدار دیگر سوی از

fx(۰,۰,۰) = lim
h→۰

f(۰+ h,۰,۰)− f(۰,۰,۰)
h

= lim
h→۰

h+ h۲ sin
(

۱
|h|

)
h

= ۱

fy(۰,۰,۰) = lim
k→۰

f(۰,۰+ k,۰)− f(۰,۰,۰)
k

= lim
k→۰

−۳k + k۲ sin
(

۱
|k|

)
k

= −۳

fz(۰,۰,۰) = lim
l→۰

f(۰,۰,۰+ l)− f(۰,۰,۰)
l

= lim
l→۰

۲l + l۲ sin
(

۱
|l|

)
l

= ۲

و است مشتق�پذیر مبدا در f تابع می�کنیم ادعا است. مبدا در f تابع گرادیان بردار ∇f(۰,۰,۰) = (۱,−۳,۲) بنابراین

f ′(۰,۰,۰) = ∇f(۰,۰,۰) = (۱,−۳,۲)



میدهیم نشان مبدا، در متغیره سه تابع مشتق تعریف طبق زیرا

lim
(x,y,z)→(۰,۰,۰)

f(x, y, z)− f(۰,۰,۰)−∇f(۰,۰,۰) · (x, y, z)√
x۲ + y۲ + z۲

= lim
(x,y,z)→(۰,۰,۰)

x− ۳y + ۲z + (x۲ + y۲ + z۲) sin

(
۱√

x۲+y۲+z۲

)
− x+ ۳y − ۲z√

x۲ + y۲ + z۲

= lim
(x,y,z)→(۰,۰,۰)

x۲ + y۲ + z۲√
x۲ + y۲ + z۲

sin

(
۱√

x۲ + y۲ + z۲

)
(۵)

داریم: آن�گاه بگیریم ε = δ اگر ε > ۰ هر برای واقع، در است. صفر با برابر

∣∣∣∣∣ x۲ + y۲ + z۲√
x۲ + y۲ + z۲

sin

(
۱√

x۲ + y۲ + z۲

)
− ۰

∣∣∣∣∣ ≤ x۲ + y۲ + z۲√
x۲ + y۲ + z۲

∣∣∣∣∣sin
(

۱√
x۲ + y۲ + z۲

)∣∣∣∣∣
≤ x۲ + y۲ + z۲√

x۲ + y۲ + z۲

≤
√
x۲ + y۲ + z۲

< δ = ε

داریم: بنابراین ،f ′(۰,۰,۰) = ∇f(۰,۰,۰) = (۱,−۳,۲) و است مشتق�پذیر مبدا در f تابع چون ب)

Dvf(۰,۰,۰) =
v

∥v∥
· ∇f(۰,۰,۰)

=
(۰,۱,−۱)√

۲
· (۱,−۳,۲)

= − ۵√
۲

دارد. (۰,۰) برابر مشتقی مبدأ در f تابع درنتیجه است. برقرار حکم δ = ε انتخاب با که

داریم: مشتق زنجیره�ای قاعده�ی از استفاده با .۳

∂g

∂x
=

∂f

∂X

∂X

∂x
+

∂f

∂Y

∂Y

∂x
=

∂f

∂X
(۲y) + ∂f

∂Y
(۲x)



داریم: زنجیره�ای قاعده�ی از مجدد استفاده�ی با بنابراین و هستند Y و X برحسب دومتغیره توابعی نیز ∂f

∂Y
و ∂f

∂X
توابع دیگر، سوی از

∂۲g
∂x۲

=
∂

∂x

(
∂f

∂X
(۲y) + ∂f

∂Y
(۲x)

)

=
∂

∂x

(
∂f

∂X

)
(۲y) + ∂

∂x

(
∂f

∂Y

)
(۲x) + ∂f

∂Y
(۲)

=

(
∂۲f
∂X۲

∂X

∂x
+

∂۲f
∂Y ∂X

∂Y

∂x

)
(۲y) +

(
∂۲f

∂X∂Y

∂X

∂x
+

∂۲f
∂Y ۲

∂Y

∂x

)
(۲x) + ۲ ∂f

∂Y

= ۴y۲ ∂۲f
∂X۲ + ۴xy ∂۲f

∂X∂Y
+ ۴xy ∂۲f

∂Y ∂X
+ ۴x۲ ∂۲f

∂Y ۲ + ۲ ∂f

∂Y

همچنین

∂g

∂y
=

∂f

∂X

∂X

∂y
+

∂f

∂Y

∂Y

∂y
=

∂f

∂X
(۲x) + ∂f

∂Y
(۲y)

داریم: y به نسبت g دوم مرتبه جزئی مشتق تابع محاسبه�ی برای و است

∂۲g
∂y۲

=
∂

∂y

(
∂f

∂X
(۲x) + ∂f

∂Y
(۲y)

)

=
∂

∂y

(
∂f

∂X

)
(۲x) + ∂

∂x

(
∂f

∂Y

)
(۲y) + ∂f

∂Y
(۲)

=

(
∂۲f
∂X۲

∂X

∂y
+

∂۲f
∂Y ∂X

∂Y

∂y

)
(۲x) +

(
∂۲f

∂X∂Y

∂X

∂y
+

∂۲f
∂Y ۲

∂Y

∂y

)
(۲y) + ۲ ∂f

∂Y

= ۴x۲ ∂۲f
∂X۲ + ۴xy ∂۲f

∂Y ∂X
+ ۴xy ∂۲f

∂X∂Y
+ ۴y۲ ∂۲f

∂Y ۲ + ۲ ∂f

∂Y

داریم: و است ∂۲f
∂Y ∂X

=
∂۲f

∂X∂Y
نقطه هر در بنابراین دارد پیوسته دوم و اول مرتبه جزئی مشتقات دارای f تابع چون

∂۲g
∂x۲

+
∂۲g
∂y۲

= ۴(x۲ + y۲)
∂۲f
∂X۲ + ۱۶xy ∂۲f

∂X∂Y
+ ۴(x۲ + y۲)

∂۲f
∂Y ۲ + ۴ ∂f

∂Y

= ۴(x۲ + y۲)

(
∂۲f
∂X۲ +

∂۲f
∂Y ۲

)
+ ۱۶xy ∂۲f

∂X∂Y
+ ۴ ∂f

∂Y

= ۴(x۲ + y۲)∥∇f∥۲ + ۱۶xy ∂۲f
∂X∂Y

+ ۴ ∂f

∂Y

= ۴Y + ۸X ∂۲f
∂X∂Y

+ ۴ ∂f

∂Y

بگیرید: نظر در X۰ = (x, y;u, v) = (۱,۱;۰,−۱) نقطه�ی همسایگی یک در را زیر معادلات دستگاه .۴

f(x, y, u, v) = xyu+ αx۳ + ۲uv۲ − eu

g(x, y, u, v) = ۲x+ v − u۳y۲ + cos(πv)



که آنجا ,f)∂∣∣∣∣از g)∂(u, v)
(X۰)

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣ fu fv

gu gv

∣∣∣∣∣
X۰

=

∣∣∣∣∣ xy + ۲v۲ − eu ۴uv
−۳u۲y۲ ۱− π sin(πv)

∣∣∣∣∣
X۰

=

∣∣∣∣∣ ۲ ۰
۰ ۱

∣∣∣∣∣ = ۲ ̸= ۰

داریم: و آورد به�دست y و x برحسب را v و u می�توان X۰ نقطه�ی همسایگی یک در می�توان ضمنی تابع قضیه�ی طبق بنابراین است

∂u

∂x
(X۰) = −

∣∣∣∣∂(f, g)∂(x, v)
(X۰)

∣∣∣∣∣∣∣∣∂(f, g)∂(u, v)
(X۰)

∣∣∣∣ = −

∣∣∣∣∣ yu+ ۳αx۲ ۴uv
۲ ۱− π sin(πv)

∣∣∣∣∣
X۰

۲ = −

∣∣∣∣∣ ۳α ۰
۲ ۱

∣∣∣∣∣
۲ = −۳α

۲

همچنین

∂v

∂y
(X۰) = −

∣∣∣∣∂(f, g)∂(u, y)
(X۰)

∣∣∣∣∣∣∣∣∂(f, g)∂(u, v)
(X۰)

∣∣∣∣ = −

∣∣∣∣∣ xy + ۲v۲ − eu xu

−۳u۲y۲ −۲u۳y

∣∣∣∣∣
X۰

۲ = −

∣∣∣∣∣ ۲ ۰
۰ ۰

∣∣∣∣∣
۲ = ۰

داریم: جاگذاری با بنابراین و است

۱ =
∂u

∂x
(X۰) +

∂v

∂y
(X۰)

= −۳α
۲ + ۰

می�آید. به�دست α = −۲
۳ آن از که

فرمول از مبدا تا نقطه این فاصله�ی این�صورت در باشد x۲ + ۲y۲ + z۲ = ۱ بیضی�گون روی نقطه�ای (x, y, z) گیریم .۵

d = (x− ۱)۲ + y۲ + (z − ۲)۲

g(x, y, z) = x۲ + ۲y۲ + z۲ − ۱ محدودیت با را f(x, y, z) = (x− ۱)۲ + y۲ + (z − ۲)۲ تابع مینیمم می�خواهیم می�شود. محاسبه
که دارد وجود ∇ لاگرانژ قضیه�ی طبق بیابیم.

∇f(x, y, z) = λ∇g(x, y, z)

یعنی
(۲(x+ ۱),۲y,۲(z − ۲)) = λ(۲x,۴y,۲z)

داریم: آن از که است
۲z + y = λyz

۲z + x = λxz

۲x+ ۲y = λxy



پس
x− ۱ = λx

y = ۲λy
z − ۲ = λz

داریم: λ ̸= ۱ فرض با بنابراین و بوده


x =

۱
۱− λ

y = ۰
z =

۲
۱− λ

بیضی�گون معادله�ی در در دادن قرار با


