
خدا نام به

دقیقه ١٢٠ پاسخͽویی: زمان مدت ٢ عمومͬ ریاضͬ پایانترم آزمون

١۴٠٢/١٠/٢٣ امتحان: تاریخ ١۴١-٠٢۴٠٣ اول نیمسال

دانشجویی: شماره خانوادگͬ: نام و نام

بنویسید. نامه پاسخ برگه ترتیبدر به و خوانا جوابسوالاترا bلطفا
باشد. می ممنوع همراه تلفن و ماشینحساب از Hاستفاده

نمایید. محاسبه را
١

∫
٠

π
۴

∫
tan−١ y

secxdxdy دوگانه انتگرال .١

بیابید. را z = x٢ + ٢y٢ و z = ١٢ − ٢x٢ − y٢ ͬ گون سهم دو به محدود ناحیه حجم .٢

باشد. (ابقایی) پایستار میدان ͷی F (x, y, z) = (axy + z, x٢, bx + ٢z) برداری نیروی کنید فرض .٣

بیابید. را f پتانسیل تابع سپس و b و a مقادیر ابتدا الف)

آورید. بدست را (٠,٠,٣) نقطه تا (١,١,٠) نقطه از C خم روی شده انجام کار ب)

کنید. محاسبه زیر مسیر روی را ∫ (sinx + y)dx + (٣x + y)dy خط انتگرال .۴

مخروط های به محدود که S سطح از F (x, y, z) = (٢x + yz٢, y − ۵x٣z, x + y + z) برداری میدان برونسوی شار .۵

آورید. بدست را است، x٢ + y٢ + z٢ = ۴ و x٢ + y٢ + z٢ = ١ کره های و z =
√
٣(x٢ + y٢) و z =

√
x٢ + y٢

z = ٢xy رویه های تقاطع از C خم و باشد F (x, y, z) = (ex − y٣, ey +x٣, ez)صورت به F برداری میدان کنیم فرض .۶

آورید. بدست را ∫
C

F.dr شده انجام کار استوکس، قضیه از استفاده با آید. بدست x٢ + y٢ = ١ و

باشید پیروز و موفق



خدا نام به

نیکان امید استاد:

٧٩ و ۶۴ گروه دو

١۴٠٢ دی ٢٣ مورخ به ٢ عمومی ریاضی پایانترم به مربوط سوالات پاسخ

به ایرادی اگر شما، های تلاش از ستایش و نباشید خسته و سلام عرض ضمن ومحترم عزیز دانشجویان
توجه باید ضمن در کنند. مکاتبه omidnikan٧٧@yahoo.com من ایمیل آدرس با دارند سوالات پاسخ
پایانترم امتحانات در موفقیت آروزی آخر در نیست. فرد به منحصر وقت هیچ ریاضیات در حل راه داشت

دارم. شما برای

نمایید. محاسبه را
١∫

٠

π
۴∫

tan−١ y

secxdxdy دوگانه انتگرال .١ سوال

است. dy بر مقدم dx زیرا است شده بیان افقی توصیف فوق دوگانه درانتگرال : ١ سوال پاسخ

افقی توصیف =⇒ dxdy

{
منظم y محدوده ٠ ≤ y ≤ ١
نامنظم x محدوده tan−١ y ≤ x ≤ π

۴

مینویسیم را فوق محدوده (dx بر مقدم dy) قائم توصیف اکنون

قائم توصیف =⇒ dydx

{
منظم x محدوده ٠ ≤ x ≤ π

۴

نامنظم y محدوده ٠ ≤ y ≤ tanx

١∫
٠

π
۴∫

tan−١ y

secxdxdy =

π
۴∫

٠

tanx∫
٠

secxdydx =

π
۴∫

٠

tanx secxdx = sec(
π

۴
)− sec(٠) =

√
٢ − ١

∫
secx tanxdx = secx+ C

بیابید. را z = x٢ + ٢y٢ و z = ١٢ − ٢x٢ − y٢ سهمی گون دو به محدود ناحیه حجم .٢ سوال

استوانه ای مختصات از می باشد سهمی وار دو تلاقی چون آید. می بدست V =

∫∫∫
T

dV رابطه از حجم فرمول می دانیم که همانطور : ٢ سوال پاسخ

آوریم: می بدست ها رویه مشترک فصل نخست گام در ابتدا می  کنیم. }استفاده
z = ١٢ − ٢x٢ − y٢

z = x٢ + ٢y٢ =⇒ ٢−١٢x٢−y٢ = x٢+٢y٢ =⇒ ٣x٣+٢y٢ = ١٢ =⇒ x٢+y٢ = ۴ =⇒ ٠ ≤ θ ≤ ٢π ٠ ≤ r ≤ ٢

x = r cos θ, y = r sin θ, z = z, x٢ + y٢ = r٢, dV = rdzdrdθ{
z(٠, ٠) = ١٢ − ٢(٠)٢ − ٠٢ = ١٢
z(٠, ٠) = (٠)٢ + ٢(٠)٢ = ٠

=⇒ x٢ + ٢y٢ ≤ z ≤ ١٢ − ٢x٢ − y٢

V =

٢π∫
٠

٢∫
٠

٢−١٢x٢−y٢∫
x٢+٢y٢

rdzdrdθ =

٢π∫
٠

٢∫
٠

(١٢ − ٢x٢ − y٢ − x٢ − ٢y٢)rdrdθ =

٢π∫
٠

٢∫
٠

(١٢ − ٣(x٢ + y٢))rdrdθ =

٢π∫
٠

٢∫
٠

(١٢ − ٣r٢)rdzdrdθ =

٢π∫
٠

٢∫
٠

(١٢r − ٣r٣)dzdrdθ = (٢π − ٠)× (۶r٢ − ٣
r۴

۴
)
∣∣٢
٠ = ٢π(٢۴ − ١٢) = ٢۴π

١

Free Hand

Free Hand



( ١۴٠٢ دی ٢٣ )٢ عمومی ریاضی پایانترم به مربوط سوالات پاسخ

باشد. (ابقایی) پایستار میدان یک F (x, y, z) = (axy + z, x٢, bx+ ٢z) برداری نیروی کنید فرض .٣ سوال
بیابید. را f پتانسیل تابع سپس و b و a مقادیر ابتدا الف)

آورید. بدست را (٠, ٠, ٣) نقطه تا (١, ١, ٠) نقطه از C خم روی شده انجام کار ب)

پس . Curl(F ) =
−→
O = (٠, ٠, ٠) داریم لذا است، (ابقایی) پایستار میدان یک F (x, y, z) برداری نیروی چون الف) قسمت : ٣ سوال پاسخ

باشیم: داشته زیر صورت به می توان

Curl(F ) =

∣∣∣∣∣∣
i j k
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

axy + z x٢ bx+ ٢z

∣∣∣∣∣∣ = (٠ − ٠, ١ − b, ٢x− ax) = (٠, ٠, ٠) =⇒
{

١ − b = ٠ =⇒ b = ١
٢x− ax = ٠ =⇒ a = ٢

f پتانسیل تابع آوردن بدست برای اکنون می شود. تعریف F = (٢xy + z, x٢, x+ ٢z) صورت به F برداری میدان b و a دادن قرار با اکنون
باشد برقرار ∇f = (fx, fy, fz) = F = (٢xy + z, x٢, ٢x+ ٢z) شرط باید

fx = ٢xy + z =⇒ f = x٢y + xz

fy = x٢ =⇒ f = x٢y

fz = x+ ٢z =⇒ f = xz + z٢
=⇒ پتانسیل تابع = f = x٢y + xz + z٢ + C. (١)

با است برابر و است مسیر از مستقل شده انجام کار میزان لذا است (ابقایی) پایستار میدان چون ب) قسمت

W =

∫
C

F.dr = f(انتها −(نقطه f(ابتدا (نقطه = f(B)− f(A) = f(٠, ٠, ٣)− f(١, ١, ٠) = ٩ − ١ = ٨

کنید. محاسبه زیر مسیر روی را
∫

(sinx+ y)dx+ (٣x+ y)dy خط انتگرال ۴ سوال

: ۴ سوال پاسخ

N و M نیز و است مثلثاتی جهت در و بسته منحنی اینکه به باتوجه گرین قضیه سپس و بسته
−−→
DA خط پاره کمک با را بسته غیر منحنی ابتدا

می گیریم بکار باشند، می پیوسته اول مرتبه جزیی مشتقات ∫دارای
−−→
AB∪

−−→
BC∪

−−→
CD∪

−−→
DA

(sinx+ y)︸ ︷︷ ︸
M

dx+ (٣x+ y)︸ ︷︷ ︸
N

dy =

∫∫
٢ ارتفاع و ٢ و ۶ قاعده های به ذوزنقه

(Nx −My)dA

= ٢
∫∫

٢ ارتفاع و ٢ و ۶ قاعده های به ذوزنقه

dA = ٢ ×
[
٢ ارتفاع و ٢ و ۶ قاعده های به ذوزنقه مساحت

]
= ٢ × (۶ + ٢)× ٢

٢
= ١۶

کنیم می حساب جداگانه
−−→
DA مسیر خط انتگرال →−−}اکنون

DA = (١ − t)D + tA = (١ − t)(٠, ۶) + t(٠, ٠) = (٠, ۶ − ۶t), ٠ ≤ t ≤ ١
x = ٠ ⇒ dx = ٠, y = ۶ − ۶t ⇒ dy = −۶dt,∫

−−→
DA

(sinx+ y)dx+ (٣x+ y)dy =

١∫
٠

(sin ٠ + ۶ − ۶t)٠ + (٣ × ٠ + ۶ − ۶t)(−۶dt) = −١٨

∫
−→
AB∪−−→BC∪−−→CD

(sinx+ y)dx+ (٣x+ y)dy = ١۶ − (−١٨) = ٣۴



مخروط های به محدود که S سطح از F (x, y, z) = (٢x + yz٢, y − ۵x٣z, x + y + z) برداری میدان برونسوی شار .۵ سوال
آورید. بدست را است، x٢ + y٢ + z٢ = ۴ و x٢ + y٢ + z٢ = ١ کره های و z =

√
٣(x٢ + y٢) و z =

√
x٢ + y٢

دیورژانس قضیه راست سمت از S سطح از عبوری شار میزان آوردن بدست برای می توان لذا است بسته S به محدود سطح چون : ۵ سوال پاسخ
کرد: استفاده

S سطح از عبوری شار میزان =
∫∫∫
T

div
−→
F dV

div(F ) = Mx +Ny + Pz = ٢ + ١ + ١ = ۴

کنیم می  استفاده کروی مختصات از باشد می مخروط دو و کره دو مشترک فصل شامل S سطح ناحیه چون

x = ρ sinϕ cos θ, y = ρ sinϕ sin θ, z = ρ cosϕ,
√
x٢ + y٢ = ρ sinϕ, dV = ρ٢ sinϕdρdϕdθ

{
x٢ + y٢ + z٢ = ١
x٢ + y٢ + z٢ = ۴

=⇒ ١ ≤ ρ ≤ ٢ ٠ ≤ θ ≤ ٢π{
z =

√
x٢ + y٢ ⇒ ρ cosϕ = ρ sinϕ ⇒ ϕ = π

۴
z =

√
٣(x٢ + y٢) =

√
٣
√

x٢ + y٢ ⇒ ρ cosϕ =
√

٣ρ sinϕ ⇒ ϕ = π
۶
=⇒ π

۶
≤ ϕ ≤ π

۴

S سطح از عبوری شار میزان =
∫∫∫
T

۴dV = ۴
٢π∫

٠

π
۴∫

π
۶

٢∫
١

ρ٢ sinϕdρdϕdθ

= ۴ × (٢π − ٠)× (cos(
π

۶
)− cos(

π

۴
))× (

٢٣

٣
− ١٣

٣
) =

٢٨π
٣

(
√

٣ −
√

٢)

x٢ + y٢ = ١ و z = ٢xy رویه های تقاطع از C خم و باشد F (x, y, z) = (ex − y٣, ey + x٣, ez) صورت به F برداری میدان کنیم فرض .۶ سوال

آورید. بدست را
∫
C

F.dr شده انجام کار استوکس، قضیه از استفاده با آید. بدست

: داریم استوکس قضیه بر بنا : ۶ سوال ∮پاسخ
C

F.dr =

∫∫
Curl(F ).

−−→
Ndσ

−−→
Ndσ = (−gx,−gy, ١)dA, where z = g(x, y)

کنیم می محاسبه را Curl(F ) نخست

Curl(
−→
F ) =

∣∣∣∣∣∣
i j k
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

ex − y٣ ey + x٣ ez

∣∣∣∣∣∣ = (٠, ٠, ٣(x٢ + y٢))

{
x٢ + y٢ = ١ =⇒ ٠ ≤ θ ≤ ٢π ٠ ≤ r ≤ ١ dA = rdrdθ

z = ٢xy = g(x, y) =⇒
−−→
Ndσ = (−gx,−gy, ١)dA = (−٢y,−٢x, ١)dA

∫
C

F.dr =

∫∫
x٢+y١≥٢

(
٠, ٠, ٣(x٢ + y٢)

)
.
(
− ٢y,−٢x, ١

)
dA = ٣

∫∫
x٢+y١≥٢

(x٢ + y٢)dA = ٣
∫ ٢π

٠

∫ ١

٠
r٢rdrdθ

= ٣ × (٢π − ٠)× (
r۴

۴
∣∣١
٠) = ٣ × ٢π

۴
=

٣π
٢


